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NIEPEWNOSCI POMIAROWE | ICH ANALIZA W
PRZYKtADZIE

(P.Tomkiewicz, S.Arabasz, M. Miczek, L. Grzadziel i M.Kwoka)

Niniejsze opracowanie jest uzupetnieniem do literatury obowiazujacej na laboratoriach.
Zwiazku z tym nie powinno by¢ traktowane jako jedyne zrédfo wiedzy na temat opracowywania
wynikéw pomiardéw, lecz jako praktyczne zastosowanie obowiazujacych w nich regut.

Wazniejsze pozycije literaturowe: ]
e R.Respondowski, ,Laboratorium z fizyki” — skrypt Politechniki Slgskie;.

e H.Szydtowski, ,Niepewnosci w pomiarach” — Wydawnictwo naukowe UAM, Poznar 2001.

Dodatkowe materiaty:
e http://ffizyka.polsl.gliwice.pl/dydaktyka/lab

| PODSTAWOWE WZORY | DEFINICJE

Tabela 1

Wartos¢ mierzona = wartos¢ realna + btad

Nie znamy ani wartosci realnej ani btedu. Dlatego wprowadzamy pojecie
niepewnosci, ktéra jest statystycznym oszacowaniem btedu. Takie przejscie z
dowolnego typu btedu (np.: systematycznego, losowego i catkowitego) na niepewnos¢
realizuje sie matematycznie po przez podzielenie wartosci btedu przez wartosc V3.
Taka operacja zgodnie z rozktadem prawdopodobienistwa jednostajnego
daje przedziat ufnosci rowny 68%.

Zwigzku z tym poprawny X jednostka, U(X) jednostka
zapis nastepujacej postaci: (np.:t=10.42 s, u(t) = 0.65 s)

oznacza iz warto$¢ realna znajduje sie w przedziale wartosciod t - u(t) do t +
u(t) z prawdopodobienstwem 0.68.

* Inna poprawna forma zapisu wyniku: X = ( x £ u(x) ) jednostka, np.:t=(10.42+0.65)s

Tabela 2

Btad gruby
Wystepuje w serii pomiarowej gdy jedna z wartosci znaczgco odbiega od trendu
wyznaczanego przez pozostate wartosci w serii. Taki wynik odrzucamy a pomiar
powtarzamy

Okres T s
Przyktad : W serii pomiarowej uzyskano 2.38
nastepujgce wyniki okresu wahadta: 242
2.36
4.86 < Biad gruby
2.41
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Btad systematyczny

Tabela 3

a.

Jest to btad zwigzany z dokfadnoscig miernika

b.

W przypadku miernikéw analogowych
Btad jest okreslany zgodnie z nastepujacym wzorem:

klasa miernika) - (zakres pomiarow
Bfad systematyczny: AY 3= ( ) ( P y )
‘ 100
Ax
Niepewnos¢ systematyczna: u (x)= ﬁ

Przyktad: miernik o klasie 0.5 i zakresie pomiarowym 200 mA:

AsXx=1mA
us(x) = 0.58 mA

Bfad systematyczny:
Niepewnos¢ systematyczna:

W przypadku miernikéw cyfrowych
Bfad jest okreslany wzorem podawanym przez
producenta miernika. Na ogét przyjmuje on

nastepujacq zaleznosc¢:

SEE BB AXxs=C1-(warto$¢ wskazywana)+C,-(waga ostatniej cyfry)
A x

Niepewnosé u (x)= (

systematyczna: 3

Gdzie Cq1 | C, sg statymi podawanymi przez producenta. (W laboratorium
parametry te mozna znalez¢ przypiete do szafy z instrukcjami i miernikami)

Przyktad: Dla miernika producent podat odpowiednio: C4 = 0.02, C, =2
a miernik cyfrowy zmierzyt warto$¢ pradu | = 1.234 mA

Biad systematyczny: Asx = (0.02 * 1.234) + (2 * 0.001) = 0.027 mA

Niepewnos¢ _
systematyczna: us(l) = 0.016 mA

c. W przypadku miernikéw zliczajacych
W tym wypadku nie mowi o btedzie lecz o niepewnosci.

uS(N)=W

Niepewnos¢ systematyczna:

Przyktad: Zarejestrowano n = 500 zliczen preparatu promieniotwérczego

us(N) = 22 zliczenia

| Niepewnos¢ systematyczna:
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Tabela 3 cd.

d. W przypadku linijek | Srub mikrometrycznych
Btad jest wyznaczany przez najmniejszg podziatke.

Przyktad 1: Dla zwyktej linijki z podziatkg milimetrowg

Btad systematyczny: AX =1mm
Niepewnosc¢ _
systematyczna: us(x) = 0.56 mm

Przyktad 2: Dla zwyktej Sruby mikrometryczne;j

Bfad systematyczny: Asx =1 um

Niepewnosc¢ _

systematyczna: us(x) = 0.56 pm
Tabela 4

Bledy losowe
O istnieniu btedéw losowych dowiadujemy sie jedynie w przypadku powtérzenia

pomiaru danej wielkosci fizycznej w tych samych warunkach.

a. W przypadku krétkich serii pomiarowych (liczba pomiaréw < 10)
Bfad losowy moze by¢ wyznaczony za pomocg dwéch wzoréw
(btad maksymalny i btad sredni), ktére mogg by¢ wykorzystywane wymiennie:

Bfad losowy Niepewnos¢ losowa
Btad k | A T T T u (T) _ Amazks]—y
maksymaln =T — =
& y y maks ‘ i malks ! ﬁ
Ly = A, T
Btad éredni AT =— TI.—T‘ u,(T) =
ad sredni » ,Z_I: ; ﬁ

Przyktad 2: W serii pomiarowej uzyskano nastepujace wyniki:

uv

6.00 Bfad losowy AU =0.098 V
6.10 Niepewnos¢ losowa w(U) =0.056 V
6.13

5.90

b. W przypadku serii pomiarowych gdzie liczba pomiaréw jest wigeksza niz 10
W tym wypadku takze nie méwimy o btedzie, lecz o niepewnosci, ktora jest
réwna standardowemu odchyleniu sredniej z serii pomiarowej:

1|1 & —
Niepewnos¢é losowa: u(T)=o0; = \/Z(]: —T)2
n

n—13

Uwaga: ze wzrostem n niepewnos$¢ u(T) maleje raczej wolno !!!
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Tabela 5

Btad catkowity
Btad catkowity uwzglednia btad systematyczny miernika i btad losowy wedtug
ponizszych réwnan

Blad catkowity: A (a)= \/ (Aa) +(Aa)
AC (a)
Niepewnosé catkowita: u(a)= \/[us (a)]z + [”1 (a)]2 = B3
Tabela 6

Zasady zaokraglania wynikow:

a. Niepewnos$¢ zaokraglamy do dwoch cyfr znaczacych
b. Rzad wyniku musi by¢ zgodna z rzedem zaokraglonej niepewnosci
c. Niepewno$ci zaokraglamy zawsze w gére nigdy w doét

Przyktady:
Wielko$¢ zmierzona Obliczona Niepewnos¢ Poprawny zapis
catkowita pomiaru
| = 5.6545 mA uc(l) =0.0112 mA | =5.655 mA, u(l) =0.012 mA
U= 20.54V uc() =117V U=206V,ulU)=12V
R= 4.4815*10°Q | u¢(R)=0.0102*10*Q R=44.82kQ, u(l)=0.11 kQ

Cyfra znaczaca — pierwsza niezerowa liczba od strony lewej. Druga znaczaca cyfry moze by¢
réwna zero. W tabeli cyfry znaczace sg pogrubione.

Tabela 7

Propagacja niepewnosci:

Dana jest funkcja f(x,y,z) i niepewnosci catkowite u¢(x), uc(y), uc(z)

ot A ( j[u WP + ( aﬁ[ e (Zij o)

Przyktad : chcemy wyznaczy¢ g — przyspieszenie ziemskie ktdre wyznaczamy ze

wzoru znajac LiT: g = 4n° — L

Kiedy wyznaczymy niepewnosci catkowite L i T [ uc(L) i us(T) ] mozemy wyznaczyc¢
niepewnos¢ pomiaréw posrednich z nastepujgcego wzoru:

u,(g)= \/[—j (@] + (—sz[u(r)] \/(4#%}2[»@)] (47[ 2—) [u(r)f




Niepewnos$ci pomiarowe i ich analiza w przyktadzie

Tabela 8
Srednia wazona: n Uwaga: Najczesciej ¢ =1
Zw,.P.
c
_ =l . .
P, = , gdzie w, = [u (P)]2
>, (E
Niepewnos¢ sredniej wazonej: i=1

Gdy zrédtem niepewnosci u(g, ) =
u(gi) sq btedy systematyczne wm /. Z w,

u(gi) sa btedy losowe U(Gum) =

Gdy zrédtem niepewnosci [ l 1 Jl/z

Tabela 9

Niepewnos¢ wzgledna:

u (x) = %<9 1009,
X

Przyktad 1: W wyniku analizy niepewnos$ci otrzymano:
I=5.57 mA, u(l) = 0.23 mA, gdzie niepewnos¢ wzgledna wynosi:
u, (1) 0.23

u, (i) = ~=2100% = ——100% = 4.3%
I 5.57
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II PRZYKLADY

Przykiad 1: Wyznaczanie pola trojkata i jego niepewnosci I

W ¢wiczeniu dokonujemy bezposredniego pomiaru dtugosci podstawy trojkata i jego
wysokosci. W wyniku 6-ciu pomiaréw otrzymujemy nastepujacg tabele pomiarowa;:

Tabela pomiarowa

, Pomiar acm hcm
! 1 5.1 4.0
| h 2 5.2 4.1
; 3 4.9 4.2
. 4 5.0 4.0
5 5.1 3.9
6 8.2 7.3

1. Etap: Przeprowadzamy wstepng analize wynikéw w wyniku ktérej odrzucamy
btedy grube (patrz tabela 2).

W naszym przypadku pomiar numer 6 odrzucamy (w dalszych obliczeniach punkt
ten nie jest brany pod uwage), poniewaz jego wartos¢ znaczaco odbiegajg od
pozostatych wartosci a i h w serii pomiarowej.

2. Etap: Obliczamy wartos$ci $rednich arytmetycznych a i h

acm hcm
| Warto$¢ $rednia 5.06 4.04

3. Etap: Obliczamy pole trojkata zgodnie ze wzorem na pole trojkata:

P=(1/2*a*h)=(1/2 * 5.06 * 4.04) = 10.22 cm

Analiza niepewnosci I

4. Etap: Kazdy pomiar bezposredni jest obarczony btedem zwigzanym z
doktadnoscig miernika. Taki rodzaj btedu nazywamy bltedem systematycznym
(patrz tabela 3).
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W naszym przykfadzie do wyznaczenia wielko$ci podstawy trojkata a (cm) i jego
wysokosci h (cm) postuzylismy sie linijka z najmniejszg podziatkg 1mm. Dlatego
zgodnie z tabelg 3 bfgd i niepewnos¢ systematyczna wynosza odpowiednio:

acm hcm
Bfad systematyczny: Asa =0.10 Ash =0.10
Niepewnos$¢ systematyczna: us(a) = 0.056 us(h) = 0.056

5. Etap: Jak tatwo zauwazy¢ w tabeli pomiarowej wyniki podstawy a i wysokosci h
trojkata réznig sie od siebie o wartosci wieksze niz wskazuje na to btad
systematyczny (np.: Asa = 1 mm, a; — az = 2 mm). Ta rozbieznos¢ jest wynikiem
istnienia bledéw losowych (patrz tabela 4).

Zgodnie z tabelg 4 obliczamy btedy losowe dla a i h. W naszym przyktadzie
wykorzystamy wzor na btad maksymalny poniewaz liczba pomiaréow w serii a i h jest

mniejsza niz 10:

Pomiar acm hcm asr-aj CM hs-hi cm
1 5.1 4 0.04 0.04
2 5.2 4.1 0.14 0.06
3 4.9 4.2 0.16 - max 0.16 - max
4 5.0 4 0.06 0.04
] 5 5.1 3.9 0.04 0.14
Srednia 5.06 4.04 l
acm hcm
Biad losowy: Aa =0.16 cm Ah=0.16 cm
Niepewnos$¢ losowa: u(a) =0.093 cm Ui(h) =0.093 cm

6. Etap: Po wyznaczeniu niepewnos$ci systematycznych i losowych dla kazdej z
wielkosci a i h obliczamy niepewnos¢ catkowita (patrz tabela 5) ktéra

uwzglednia oba zrodta btedow.

acm

hcm

Btad catkowity:

Aca=0.19 cm

Ach =0.19 cm

Niepewnos¢ catkowita:

uc(a) =0.11 cm

uc(h) =0.11 cm

7. Etap: Tak otrzymane niepewnosci catkowite i wartosci $rednie zaokraglamy i

zapisujemy w odpowiedniej
przedstawionymi w tabeli 6.

formie zgodnie z zasadami zaokraglania

e a=5.06cm,u(a)=0.11cm
e h=4.04cm,u(a)=0.11cm
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Tak zapisany wynik zgodnie z definicja niepewnosci (tabela 1) np.: dla
podstawy trojkata oznacza iz wartosc realna a znajduje sie w przedziale od 4.95 cm
do 5.17 cm z prawdopodobienstwem 0.68.

8. Etap: Do tej pory wyznaczyliSmy niepewnosci w pomiarach bezposrednich.
Czesto jednak bywa iz wielkosci takie jak np.: a i h stuzg do wyznaczenia innegj
wielkosci ktorej sg funkcjg (w naszym przypadku pola tréjkata). Znajac
niepewnosci catkowite a i h mozemy zbadaé ich propagacje (patrz tabela 7) w
wyniku koncowym.

Obliczamy niepewnos¢ koncowg pola trojkata wykorzystujac wzor na propagacije
niepewnosci z tabeli 7

u(P)= \/@—z] @ + [Z—ij [ = Jeh u, (a)j + G (h)j

9. Etap: Po obliczeniu niepewnosci pola trojkata, wynik zaokraglamy i zapisujemy
w poprawnej koncowej formie:

P =10.22 cm?, u(P) = 0.36 cm?

Koniec analizy niepewnosci I

Kilku studentow wyznaczyto pole trojkata zgodnie z

Przyktad 2: przykladem 1.

Cwiczenie nr.1 zostalo wykonane 4-krotnie przez rézne sekcje na zajeciach. W
wyniku pomiarow i analizy niepewnosci otrzymaliSmy nastepujgca tabele pomiarowa.

Pomiar P cm’ u(P) cm®
1 10.22 0.36
2 9.81 0.42
3 11.03 0.34
4 10.54 0.12




Niepewnos$ci pomiarowe 1 ich analiza w przyktadzie

W karcie pomiarowej tatwo zauwazy¢ iz niepewnosci pola trojkata wyznaczone
przez 4 rozne sekcje roznig sie. W celu uwzglednienia wynikow tych niepewnosci
(intuicyjnie lepszy wynik majg studenci o0 mniejszej niepewnosci) stosujemy wzory na
srednig wazong (patrz tabela 8) a nie na srednig arytmetyczna.

1. Etap: Dla utatwienia obliczen wykonujemy nastepujaca tabele ktora zawiera

Pomiar P cm? u(P) cm? waga waga*P waga*u(P)
1 10.22 0.36 7.72 78.86 2.78
2 9.81 0.42 5.67 55.61 2.38
3 11.03 0.34 8.65 9542 2.94
4 10.54 0.12 69.44 731.94 8.33
Suma 91.48 961.83 16.43

2. Etap: Podstawiajgc w ten sposob obliczone sumy do wzoréw na $rednig
wazong (tabela 8) wyznaczamy:

 Srednig wazong pola trojkata : P = 10.51 cm?
e Niepewnos¢ losowa $redniej wazonej: u(P) = 0.10 cm?
e Niepewnos¢ systematyczng Sredniej wazonej: u(P) = 0.18 cm?

Poniewaz niepewnosci pdl wyznaczone w c¢wiczeniu nr.1 zawierajg w sobie
niepewnosci losowe i systematyczne, dlatego z posréd wyliczonych wartosci
niepewnosci wybieramy najwieksza.

3. Etap: W naszym przypadku niepewnos$¢ systematyczna jest wieksza od
niepewnosci losowej dlatego wynik koncowy ¢wiczenia zapisujemy nastepujgco:

P =10.51 cm?, u(P) = 0.18 cm?

4. Etap: Dodatkowo mozemy wyznaczy¢ niepewnosé wzgledna (patrz tabela 9)

u (P) =" 1000 =218 10094 -1 8%
P 10.51

Uwagi koncowe I

1. Metoda najmniejszych kwadratéw — regresja liniowa

Btad otrzymany z regresji liniowej jest uwazany za niepewnos¢. Dlatego nie
dzielimy go przez /3 .



